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Subiectul 1. Aflati 7 € Zpentru care n* + 7’ +n” 4+ n+1este patrat perfect.
Gazeta Matematica nr 4/2026

SOIULIE: OFICTU. ..ottt ettt ettt s h et b e et et eat e st e s bt et e sbe et et e ebeententenaesanenteneen Ip
Pentru 7 =—1=1—14+1—1+1=1 PALrat PEIfECt ..c.ccvoiiviieiiieeeeeeeeeeeeee et et aeaeas Ip
Pentru 2=0 =041 =1 PATAL PEITECE ....cvovvveeieeeieeeeeeeeeeee ettt ettt et eeetes et eae et aeeaenes Ip
Pentru #=1=14+1+1+14+1=15 nu € PArat PErfeCt........coovvveviriiiierieiieeeeeeeeeeeee e Ip
Pentru n=2=164+8+4+2+1=31 nu € PALrat PErfECt .......ccveirieririrreieieieietietece e Ip
Pentru 7=3=>814+27+9+3+1 =121 PAtrat Perfect.......ocovveivieiierieieeeeeeeeeeee et Ip
Pentrun € Z\ [—1,3] avem n* +n’ +n° + n+1= pp = A=4n* +4n’ +4n* + 4n + 4 patrat perfect.
2
Avem (2712 +n) =4n* +4n’ +n® < A < 3n° +4n+4 > Orelatie adevarata pentru VAEZ . ...oceveeveeeen, Ip
2
Avem (2712 +n+1) =4n* +4n° +5n* +2n+1> A= n’ —2n—3>0<:>n€(—00;—1)u(3;00). .............. Ip

2 2
Deci, pentru #n <—1 sau n > 3avem (2n2 + n) <A< (2112 +n+ 1) , adicd pentru aceste valori ale lui 7 nu avem

0] L1 3  TEOUOOUTPRRRSRRP 1p
Deci ne{—1,0,3}‘ ................................................................................................................................................. Ip

Subiectul 2. Determinati secventele de numere naturale nenule 4,,a,,...,a,,... cu termeni distincti cu proprietatea

na, +(n—1)a2+...+an S n+2

cd a, =1si , pentru orice n e N”.

a,+a,+..+a,

N T0] LU a T o3 1 TSSO Ip
2+a,

4
Pentru n=2= 2-=2a,<2.Cum1=a,#0, <250, =2. i lp

I+a,

Aritam, folosind metoda inductiei matematice, ci @, =n, Vn € N”. Etapa de verificare este evidenti

Fie k € N*. Presupunem cd @, =1,a, =2,...,a, =k sidemonstraim cd a, ., =k +1. ..o, Ip
k+1)1+k-2+..+2-k
Pentru 7 =k +1, in inegalitatea din enunt ob‘ginem( +) i T i 2 k+3. .......................... 3p
1+2+.+k+a,,, 3
k k(k+1 1)(2k +1 1
Cum (k+1)-1+k-2+...42-k=> (k—i+2)-i=k- (2+ ) (ks )6( K+ )+2k(k2+ )_
i=1
1
MRS e .
k(k+1)(k+5 k(k+1)(k+3
obtinem ( +;( i )+ a.,, = ( +2)( * )+(k+3)-ak+1,deci k(k+1)2k~ak+1:>ak+lﬁk+l

Deoarece ay,, #{1,2,...k}si a,,, eN" = a,,, =k+1.

Asadar, pentru orice 71 € N AVEIM @, =71 cooveurieeiciricnere ettt 2p
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1 x y 1
Subiectul 3. Fie x, y €|0,1|astfel incat Jx+ 1. Aratati ca — + < — si stabiliti cazurile de
[0.1] \/_ 3 J; +1 \/; +1 2
egalitate.
N T0] LU s T O o3 13 OO OO Ip
2 2 2
vy N (W) (V) .
+ = + > = — (inegalitatea lui Bergstrom), ..................ccoceuneee. 3p
e+l Jy+1 x4l v+l Jxefy+2
cu egalitate pentru x =y = Z P Ip
X y o x—1+1 y-I+1 x-I 1 y—1 1

+

\/;+1 \/;+1_\/;+1+\/;+1 \/—+1 \/;+1+\/;+1+\/;+1:

— + + + :1+1—:\/;+\/;+2_=
=Jx -1 \/_ 1 \/;+l Jx+1 \/;4‘1 1 (\/;+1)(‘/;+1) |

\/E+\/;+\/;+l \/5+2 <5 T I e p
Cu egalitate pentru xy =0, adica xy € {(0,1);(1,0)} N Ip
IMEtTOAA LT OFICIUL....cuviiiiiieiiicee ettt see st etb e e b e et e e teesteesteeste e teessaessaesseasseasseassaassaesseenseeseenseessensssesseans Ip

Daca \/; = a, atunci \/; =1—a, iar inegalitatea devine

2 1— 2
lé 4 +ﬂ£l ......................................................................................................................................... 2p
3 1+a 2-a 2

t
Considerdm functia f:{0,1| > R, )= + e e 1
onsiderdm functia f [ ] cu f(¢) ot T p

1 1 1
Deoarece f [5 —tj =f (5+1J oricare ar fi 7 [O’E:|’ deducem ca graficul functiei f are ca axa de simetrie

dreapta x = —

i SO-S6) _ 3(+s-1)
t—s (2+t—t2)(2+s—sz)

1 . .
>0,Vt,s e [5,1} se deduce ca functia f este strict crescatoare pe

intervalul {% , 1} s e ettt 2p

1 1
iar simetria fata de dreapta x = 5 implica [ descrescatoare pe intervalul |:0,—:| e 2D

Atunci f(%jz%é f(@),Vte[0,1] si £(0)= f(1)=%z SO E[0,1] o 2p
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Subiectul 4. Sa se rezolve ecuatia \/x + [x] + \/ X+ \/ X+|x + Jx+1 (unde [a [ ] reprezintd partea

intreaga a numarului real q, iar {a} reprezintd partea fractionara a numarului real a ).

Solutie: Oficiu

Condifile e ©XISIENR HIPUN X2 0 ettt »
Daca [x] =0, atunci x ={x} si ccuatia revine la 2x =x+1 cu solutia x =1 care nu CONViNE .........ccccco0cc0000c0c. 2p
Daca [x]=1, atunci ecuatia revine la egalitatea \x+1-+[x+{x} = [x+{x} +4/x+1, deci x€[1,2) ......... 3p
Daci [x]>2, atunci ridicim ambii membrii la pétrat si obtinem
X+x+x+] +2\/ (x+[x] (x+{ }) =x+[x]-{x}+x+l+2\/ x+[x]-{x})(x+1) =

& ([x]-1 2\/ x+[x]-{x})(x+1) 2\/x+[x 1)(x+{x}).
Cum [x] ~120 s 1-{x} >0, deducem ca \[(x+[x]-{x}) (x+1) = J(x+[x]) (x+{x}).
o X x+x[x]-{xf+[x]- {x} =2 +x- {xp+x[x] +[x] - {x}
< 1+ [x]-{x} = {x}+[x] < (1-[x])(1-{x}) = 0 contradictic cu [x]>2.
Deci pentrut [x] 22 U @XISEE SOIULL «....vvvrrrseceeeeeeeereeseeeoeeeeeessseosseeeeees e 2p
In concluzie, multimea SOEHIOr €5te § = [1,2) oovvvrvvvereeeeeeeeeeceeeeieeeeeeeeeee e Ip
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  n ∈ ℤ ∖  [ − 1 , 3 ]


   o ¨

